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Aldo, Carlo e Biagio partecipano ad una gara di pesca. Al termine della gara scoprono che:
* Biagio ha pescato 7 trote in pit di Aldo;

* Carlo ha pescato il doppio delle trote pescate da Biagio che & anche il triplo di quelle pescate
da Aldo.

Quante trote ha pescato ciascune dei tre amici?

Spiegate il vostro ragionamento.

GARA DI PESCA (Cat. 5, 6, 7, 8)




A partire dalla meta degli anni Ottanta si e sviluppato a livello internazionale un
flone di ricerca ( Early Algebra ) secondo il quale si possono prevenire gli

ostacoli che gli studenti incontrano nello studio dell’Algebra promuovendo, sin
dalla scuola primaria, forme di pensiero algebrico.

Si tratta di guardare all’aritmetica con prospettiva algebrica:

guidando i bambini ad individuare relazioni, analogie e proprieta
conducendoli gradualmente verso le prime forme di generalizzazione
insistendo sugli aspetti strutturali dell’aritmetica (operazioni e loro proprieta)
curando una corretta appropriazione del significato dell’ « = »

Non si tratta di anticipare I'introduzione del linguaggio algebrico, tipico della
scuola secondaria!



ANALISI A PRIORI

Compito matematico

Trovare tre numeri naturali sapendo che il secondo numero supera di 7 unita il primo e che il terzo ¢ sia il doppio del
secondo che il triplo del primo.

Analisi del compito

* Comprendere che Aldo ha pescato meno trote di Biagio e Carlo, avendone Biagio pescate 7 in piu di Aldo e Carlo il
triplo di quelle di Aldo.

* Capire, aiutandosi eventualmente con una rappresentazione grafica, che il numero di trote pescate da Carlo, essendo

“il doppio del numero di trote pescate da Biagio” e anche esprimibile come “il doppio del numero di trote pescate da
Aldo piu 14”.

* Ricordare che il numero di trote pescate da Carlo € anche il triplo del numero di trote pescate da Aldo.

* Confrontare le due ultime espressioni relative alle trote pescate da Carlo: 3A = 2A + 14, e dedurre che il numero di
trote pescate da Aldo e |4, poiché Biagio ne ha pescate 14+7=21 e Carlo 3x14=42.

Oppure, dopo aver capito le relazioni tra i numeri di trote pescate, procedere per tentativi sistematici, eventualmente
con l'aiuto di una tabella.

Oppure, considerare i multipli di 3, quelli di 2 e cercare quelli che differiscono di 14.
Oppure, indicare con x il numero di trote pescate da Aldo e impostare e risolvere I'equazione: 2(x + 7) = 3x.

* Trovare, in ogni caso, che Aldo ha pescato |4 trote, Biagio ne ha pescate 21 e Carlo 42.



RISULTATI DELLA GARA

Punteggi attribuiti su 3.602 classi di 20 sezioni:

238 (31%) 69 (9%) 142 (18%) 157 (20%) 165 (21%) 771 1.92
411 35%) 59 (5%) 298 (26%) 183 (16%) 213 (18%) | 164 .77
198 (21%) 53 (6%) 286 (30%) 202 (21%) 202 (21%) 941 2.17
94 (13%) 28 (4%) 148 (20%) 142 (20%) 314 (43%) 726 2.76
941 (26%) 209 (6%) 874 (24%) 684 (19%) 894 (25%) 3602 211

Secondo i criteri dell’analisi a priori:

*4 punti: Riposta corretta (Aldo 14, Biagio 21, Carlo 42) con spiegazione chiara e
completa della procedura seguita (dettaglio delle relazioni trovate, dei calcoli o dei
tentativi eventuali, risoluzione con un grafico)

*3 punti: Riposta corretta con spiegazione parziale o poco chiara

¢2 punti: Risposta corretta senza spiegazione

e1 punto: Inizio corretto di ricerca per esempio la sola rappresentazione grafica
corretta o indicata esattamente con le lettere qualche relazione

*0 punto: Incomprensione del problema



COME HANNO LAVORATO GLI ALLIEVI?

Le osservazioni che seguono sono state fatte sulla base
dell’analisi degli elaborati della sezione di Siena:

* |03 incat.5

° 226 in cat.6
° 192 in cat.7
° |38 in cat.8

In totale 659 elaborati




STRATEGIA PER TENTATIVI

E’ la strategia piu frequentemente
utilizzata in tutte le categorie



Cat.6 2X3:6 | 29 Sono indicate tutte le operazioni
o b T bY ma non € esplicitato in una colonna

manmA = a parte il valore iniziale (numero
- delle trote di Aldo)
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Cat.6

Si sono appropriati
perfettamente del compito
matematico e I’hanno
chiaramente descritto



La procedura per tentativi, in particolare se organizzati, puo
essere I'occasione per avvicinare gli allievi:

» all'uso delle lettere per esprimere in forma generale quantita e
relazioni tra di esse

» allidea di funzione

> al concetto di equazione

Per esempio, riprendendo i due elaborati precedenti:
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P’equazione in quanto scrittura ha
n n+7 3xn = 2x(n+7) =) “senso” per gli allievi: 3n = 2(n+7)



Situazioni di questo tipo possono portare ad ulteriori sviluppi
anche sul piano del calcolo letterale:

- uso delle parentesi,

- soppressione del segno di moltiplicazione,

- pluralita di scritture di una stessa espressione algebrica
(per es. 2(x+7), 2x+14, x+x+14,...)
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Procedono per tentativi
utilizzando un diagramma
sagittale che, per ogni
numero ipotizzato per
Aldo, permette di stabilire
se e quello corretto o no
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UTILIZZO DI UNA
RAPPRESENTAZIONE GRAFICA



RAPPRESENTAZIONE GRAFICA CON SEGMENTI

E’ un tipo di rappresentazione che compare negli elaborati di tutte le
categorie:

In cat.5 se ne trovano 6 su 103 elaborati 5,8%
In cat. 6 se ne trovano 27 su 226 elaborati 11,9%
In cat. 7 se ne trovano |5 su 192 elaborati 7,8%

In cat. 8 se ne trovano 14 su |38 elaborati 10%

* Si osserva la percentuale piu alta in cat. 6

* Spesso sembra che il ricorso a questo strumento non sia spontaneo ma
dovuto alla necessita di risbondere al «contratto didattico»

* Ne consegue una rappresentazione spesso errata o incompleta e alcune volte
inutilizzata per la risoluzione del problema
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Cat. 6

Disegnano i segmenti in modo
errato e inutile ma dicono di aver
risolto il problema con i segmenti

Cat. 6

Rappresentazione grafica corretta in cui non e
esplicitata la rappresentazione di «C=2B».
Sembrerebbe pero fatta a posteriori perche la
soluzione e trovata per tentativi. ..



Rappresentazione grafica correttamente utilizzata
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Da notare la presenza di una scrittura
simbolica che traduce le relazioni tra i dati e
che affianca la rappresentazione grafica



PROCEDURE DI TIPO ALGEBRICO



In tutte le categorie si trovano elaborati (uno anche in cat.5!) dove i dati
e le relazioni tra essi sono espresse con scritture di tipo pre-algebrico o
algebrico nelle quali si possono riconoscere equazioni

Cat.7 Si comincia a sperimentare I'uso di un nuovo linguaggio...
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Gli allievi scrivono l'equazione
dimostrando una buona
padronanza del concetto di
doppio e triplo e poi
procedono per tentativi e

realizzano uno schema ben

organizzato per il controllo
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Buona gestione del calcolo algebrico
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Qui risolvono I'equazione per
confronto, ma alla fine si
perdono e interpretano la frase
«che é anchey come se fosse «e
anchey, quindi fanno la somma
per il numero di trote di Carlo
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Cio che gli allievi affermano e tutto vero, ma va
spiegato meglio!

Allinizio procedono per tentativi, senza formalizzare,
ma si fermano prima di trovare il valore corretto.

Cambiano strategia ed usano una proporzione.
Perché?

Se y = n°trote di Aldo, x = n°trote di Biagio, cio che
fanno é quello di scrivere la relazione

3y = 2x mediante la proporzione x :y = 3 : 2

(le_stanno utilizzano in classe?) poi applicano la
proprieta dello scomporre ed arrivano alla soluzione!

Cat. 7
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DIFFICOLTA ED ERRORI



In molti elaborati di tutte le
categorie si trova questa
procedura: si moltiplica 7 per 2
| L A . oleper3eapartireda 14,21 o
Lo o Wages ol gt Al gl U alond sl 49 i attribuiscono valori al numero
179 -21  ditrote di ciascuno dei tre amici.
Talvolta si arriva anche a trovare
la soluzione corretta.

Limpressione (sostenuta anche
da alcune affermazioni presenti
negli elaborati) e che, essendo 7
I'unico numero a disposizione
insieme a «doppioy» e «triplo» ci si
aggrappi a questi «dati» per fare
in qualche modo dei conti

Cat. 6
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La soluzione é corretta perché questo fatto € vero!

Come lo si prova? E se si sostituisse il numero 7
con un altro numero, varrebbe ancora?

In generale, dalla condizione “Carlo ha pescato il doppio delle trote
bescate da Biagio che é anche il triplo di quelle pescate da Aldo” si ricava
che gualunque sia I'esubero n di trote di Biagio rispetto ad Aldo, il
numero di trote di Aldo, di Biagio e di Carlo sono sempre
rispettivamente il doppio di n, il triplo di n e il sestuplo di n

[se A, B, C indicano rispettivamente il numero di trote di Aldo, Biagio e
Carlo, dalle relazioni C=2B=3A e da B=A+n, si ha 2A+2n=3A,da cui A =
2n (di conseguenza B=A+n=3n e C=3A=6n)]



PER GLI ALLIEVI PIU GRANDI....

Se, in generale, avessimo B = A+n e C = pB = qA con
n,q e p numeri naturali, esiste sempre un numero
naturale A per cui p(A+n) = qA?

Si ha
C=p(A+n) =qA da cui =% e quindi ¢ — p deve essere un divisore di pn

Si deve quindi avere: q—p >0 (quindiq>p) e q— p divisore dipn

In particolare:

se q— p = |, cioe se g é il successivo di p, allora 'equazione p(A+n) = gA ha sempre

soluzione
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Anche qui gli allievi partono dalla considerazione che il numero di trote
pescate da ciascuno dei tre amici sia un multiplo di 7, poi calcolano il
m.c.m. (7, 3, 2) = 42 per ottenere il valore di C




In questo caso funziona!
Ma sara vero in generale?

La risposta e NO!

Controesempio:

Se n=5 p=4 q=9 allora A=qp_np=250=4 B=A+n=9

C =pB = qA = 36 # m.c.m. (5,4,9)



{ Sy

Y : : N \ R 3 y
F\SQ’L\ DX 4 ¢ 6 Vi o gwey & \J@\
7X0one. |-

=t et

OUu+F =T 2=e:3 =G

o =Twle d Mdo
@? Tvi; = '\:}\ j‘ @5\/\@

Finchée vYon abbiamo lvouale || wmeve esal\o

Teote Ndo = 40
Ivole f‘b\’mgO =724
Jvoe Corle = 420

AP =24 2T UL »= 4

Cat. 6
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La scrittura e ovviamente
errata e mostra una non
comprensione della
simmetria e transitivita
dell’'uguale.

Gli allievi, pero, I’hanno
saputa gestire
interpretandola come una
sequenza di operazioni al
temine della quale si
doveva ritrovare |l
numero di partenza
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Cat. 8

Cat. 8

Gli allievi, probabilmente per contratto

didattico, si sentono obbligati ad utilizzare

lo strumento “equazioni’, ma appare

R areas evidente che quello che manca del
tutto e il “senso” di cio che si fa!

E’significativo e deve far riflettere il fatto che situazioni di
questo genere siano assenti nelle altre categorie!



ALLEGATO N.|I

Scheda per analisi del testo
del problema GARA DI PESCA

(dall’attivita svolta in classe dalla
Prof.ssa Andriani)




Leggi attentamente il testo del problema e aiutami a completare la seguente tabella

Domanda

Leggendo il testo del problema conosciamo il numero delle trote pescate da Biagio!?
Leggendo il testo del problema conosciamo il numero delle trote pescate da Aldo?
Leggendo il testo del problema conosciamo il numero delle trote pescate da Carlo?
C’e qualcuno tra Aldo, Biagio e Carlo che puo non aver pescato niente?!

E’ corretto dire che Carlo ha pescato piu trote di tutti e tre?

E’ corretto dire che Aldo ha pescato meno trote rispetto a Biagio e Carlo!?

E’ corretto dire che Aldo ha pescato 1/3 delle trote di Carlo?

E’ corretto dire che Aldo ha pescato |/3 delle trote di Biagio?

E’ corretto dire che Biagio ha pescato la meta delle trote di Carlo?

E’ possibile affermare che Biagio ha pescato esattamente 7 trote!?

Se conosci il numero esatto delle trote pescate da Aldo, puoi ricavare il numero delle trote pescate
da Biagio? E quelle pescate da Carlo!?

Se conosci il numero esatto delle trote pescate da Carlo, puoi ricavare il numero delle trote pescate
da Biagio? E quelle pescate da Aldo?

Se conosci il numero esatto delle trote pescate da Biagio, puoi ricavare il numero delle trote pescate
da Aldo? E quelle pescate da Carlo?

Confronto e discussione

Risposta
(Spiega il perché della tua risposta)



ALLEGATO N.2

Attivita per il completamento

delle ore di formazione




S| RICHIEDE A CIASCUN DOCENTE Dl:

* proporre il problema ««Gara di Pesca» in classe, in modalita Rally (gli allievi lavorano in
completa autonomia divisi in piccoli gruppi, discutono tra loro e ciascun gruppo risolve il problema
e spiega il ragionamento fatto sul proprio «foglio rispostay)

organizzare un successivo confronto tra i gruppi di allievi con messa in comune e
discussione sullattivita svolta (difficolta incontrate nel risolvere il problema, strategie utilizzate,
errori commessi,.

inviare per mail alle responsabili _del Laboratorio Algebra (mlicia.andriani@gmail.com,
lucia.dorettil 954@gmail.com, ) una relazione su come si é

sviluppata la dlscussmne fatta in classe sul problema, corredata dalla scannerizzazione dei
protocolli degli allievi

GRAZIE
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